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Motivation ( Einfachheit, Intuitivität )

� Kinder-
Rechenbuch ( 
Kasperletheater 
)von Martin Horn

� „Was, Sie können 
multiplizieren ?“
(Bsp. Röm. 
Zahlen)

� Pauli-Matrizen

� Quaternionen
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Geometrische Algebra und Computerspiele?
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Geometrische Algebra und Computerspiele?

� Februar 2007:
– Real time lighting engine Enlighten
– Fa. Geomerics, Cambridge UK
– Unreal Engine Version 3
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Überblick

Rechnen mit GeometrieRechnen mit Geometrie

RobotikRobotik

Geometrische AlgebraGeometrische Algebra

GraphikGraphikVisionVision ……
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Überblick

� Geschichte / Anwendungsgebiete

� Visuelle, interaktive Entwicklung

– Grundlagen
» Geometrische Basisobjekte

– CLUCalc mit den Beispielen
» Basisoperationen/Transformationen
» Inverse Kinematik eines Roboters

� Effiziente Implementierung
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Geschichte

� 1844 Grassmann

� 1878 Clifford

� seit 1960 Hestenes

� 2001: Siggraph-Tutorial

� 2004: Eurographics-Tutorial

� 2005: US-Patent

� 2007: 1. kommerzielles
Massenprodukt

[Rockwood 1999]
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Aktuelle Anwendungsgebiete von geometrischer Algebr a

Geometrische Aufgabenstellungen in

� Robotik
– Kinematik
– Robot Vision

� Computer Vision

� Computergrafik
– Kinematik/Bewegung ( Virtual Reality Software 

Avalon )
– Ray Tracer (Universität Amsterdam)
– Beleuchtungssimulation in Computerspiel-Engine

(Geomerics Cambridge, UK)

� …
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Anwendungsbeispiel

� Roboter-Kinematik

[Craig]
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Anwendungsbeispiel

� Pose-Schätzung

[Perwass, 2006]
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Anwendungsbeispiel

� 360°-Kameras

[Perwass, 2006]



Technische Universität Darmstadt
Dr. Dietmar Hildenbrand

dhilden@gris.informatik.tu-darmstadt.de

Games Academy
07. Nov. 2007

Anwendungsbeispiel

� Approximation von geometrischen Objekten in 
Punktwolken aus Laserscans
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Anwendungsbeispiel

� Computeranimation/ 
Virtual Reality

[[TolaniTolani et al. 2000]et al. 2000]
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Technische Problemlösung

� Geometrische Vorstellung

� Suche in Formelsammlungen nach Formeln für
– Abstände,
– Winkel
– Schnitte
– …

� Entwurf entsprechender Algorithmen
auf der Basis von

– Zahlen
– Vektoren
– Rotationsmatrizen
– Homogene Koordinaten
– Quaternionen
– ….
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Ziel der geometrischen Algebra

� möglichst direkte
Umsetzung aus der
geometrischen
Vorstellung heraus
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Eigenschaften von geometrischer Algebra

� geometrische Intuitivität

� Einfachheit

� Kompaktheit

� Robustheit

� Vereinheitlichung mathematischer 
Systeme

� Direktes Rechnen mit geometrischen 
Objekten wie Kugeln, Kreisen, 
Ebenen
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Beispiel: Schnitte von geometrischen Objekten

� a,b sind Kugeln, mit denen man 

direkt rechnen kann

� a ^ b
– beschreibt den Schnitt von a und b
– repräsentiert einen Kreis
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Beispiel: Schnitt von Kugel und Gerade
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Beispiel: das innere Produkt

� a,b Zahlen 

-> Multiplikation

� a,b 3D-Vektoren 

-> Skalarprodukt



Technische Universität Darmstadt
Dr. Dietmar Hildenbrand

dhilden@gris.informatik.tu-darmstadt.de

Games Academy
07. Nov. 2007

Beispiel: Abstände

Eine Formel für

� Abstand von 2 Punkten

� Abstand zwischen Punkt und 
Ebene

� liegt ein Punkt innerhalb oder 
außerhalb einer Kugel ?
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Beispiel: Winkel

Eine Formel für Winkel zwischen

� 2 Geraden

� 2 Ebenen

� 2 Kreisen

� …
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Beispiel : Bewegung

� Twist operator
D = exp( -theta/2 (l + e d) )
– is itself an algebraic object
– includes all geometric

parameters
» Rotation axis

» Angle

» displacement
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Einordnung der (5D) konformen geometrischen Algebra
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Basisvektoren

� Die 5 Basisvektoren der 5D konformen 
geometrischen Algebra
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Geometrische Basisobjekte
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Punkt als spezielle Kugel

� Punkt

� Kugel
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Ebene als spezielle Kugel

� Kugel

� Ebene
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Gerade als spezieller Kreis

� Kreis (a^b^c)

� Kreis -> Gerade

(                      )
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Entwicklung von Algorithmen 

Eigenschaften von geometrischer 

Algebra unterstützen:

� Rapid Prototyping

� Visuelle, 

interaktive Entwicklung

� CLUCalc [Perwass]
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CLUCalc

� Software-Paket, um
– mit geometrischer 

Algebra zu rechnen
– die Ergebnisse zu 

visualisieren 

� Oberfläche
– Editor-Fenster
– Visualisierungs-Fenster
– Ausgabe-Fenster

� Freier Download über 
www.CluCalc.info
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CLUCalc

� C-ähnliche Skript-
Sprache

� 1 zu 1 – Beziehung von 
Formeln und Code

� Freier Download der 
Beispiel-Skripte: 
http://www.gris.informatik.
tu-darmstadt.de/~dhilden/
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Eigenschaften von CLUCalc

� Visuelle und interaktive 
Entwicklung von 
Algorithmen

� Direkter Test der 
Algorithmen

� Latex-Annotierung für 
Publikationen

� Unterstützung von 
Präsentationen ...
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CLUCalc-Beispiele

� Transformationen

� Inverse Kinematik eines Roboters
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CLUCalc-Installation

� CLUCalc v4.3.3 
www.CluCalc.info

� Für Latex-Rendering
– GNU Ghostscript v7.07 

AFPL Ghostscript v8.13 
www.ghostscript.com

– Latex under Windows: 
www.miktex.org
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Downloads

� http://www.gris.informatik.tu-darmstadt.de/~dhilden/
– Tutorial scripts

» „Geometric computing in Computer Graphics using Conformal
Geometric Algebra“

» Eurographics 2004 tutorial notes

– CLUCalc Beispielscripts
» einfache Tutorial-Scripts

» Inverse Kinematik eines einfachen Roboters
» Greifprozeß eines Roboters
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Zwischenstand

� Visuelle interaktive Entwicklung

� Geometrische Intuitivität

� Einfaches Rechnen mit Basisobjekten

� Effizienz der Algorithmen?
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Implementierung von geometrischer Algebra 

� 2n   Basiselemente (32 für konforme geometrische Algebra)
(Bsp. 3D-Vektor � 32D-Vektor)

� Aktuelle Hardware nicht auf geometrische Algebra ausgelegt

� Elegant, aber langsam? 
(Bsp. Raytracer) [Fontijne, Dorst 2003]
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Läßt sich Eleganz mit Effizienz vereinbaren? 

EleganzEleganz EffizienzEffizienz
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untersuchte Anwendung

� Projekt Virtual Human

� Inverse Kinematik des Arms

[[VirtualVirtual Human]Human]

� IKAN-Bibliothek
– Analytischer, geometrischer Algorithmus
– [Tolani et al. 2000]
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Grundlegende Ergebnisse

� Interaktive, visuelle Entwicklung

� Kompakte Algorithmen

� Schneller Prototyp und Test

� [Hildenbrand et al. ICRA 2005]

� Erste Implementierung in Gaigen
[Fontijne, Dorst 2002]

� Zunächst 50 mal langsamer als die herkömmliche Lösung !
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Wege zur Effizienz

� Algorithmus-Ebene

– Einbettung von Quaternionen

– Wenige, kompakte Formulierungen

– Vermeidung trigonometrischer Funktionen

– [Hildenbrand et al. ICCA 2005]
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Einbettung von Quaternionen

� Algebraische Basisobjekte (Blades)
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Einbettung von Quaternionen

� Skalar und imaginäre Einheiten i, j, k
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Einbettung von Quaternionen

� Gerade L                          durch 
Ursprung

� Quaternion
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Beispiel: Einbettung von Quaternionen
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Beispiel: Einbettung von Quaternionen
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Wege zur Effizienz

Effizienz

Optimierung mit Optimierung mit MapleMaple

Geometrische AlgebraGeometrische Algebra--AlgorithmusAlgorithmus

RekonfigurierbareRekonfigurierbare HardwareHardware

CC--CodeCode

FPGAFPGA
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Implementierung mit Hilfe von Maple

� Computer Algebra System

� Erlaubt symbolisches Rechnen

� Cliffordlib für Geometrische Algebra 

� Ziel: Reduktion von Ausdrücken bis zu den einfachsten Additionen und 
Multiplikationen

Effizienz
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C-Code-Generator mit Hilfe von Maple

Effizienz

simplifysimplify
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Hardware-Implementierung

Sdaf

� Ausnutzung der Parallelität von 

Hardware !
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HW-Implementierung

� Datenfluß-Graph

Effizienz
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HW-Implementierung

� Pipeline-Stufen

Effizienz
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Ergebnisse

� Maple-optimierte Implementierung ca. drei mal schneller als die 
herkömmliche Lösung          [Hildenbrand et al. Eurographics 2006]

� Rekonfigurierbare Hardware: nochmals um den Faktor 100 schneller      
[Hildenbrand et al. Grapp 2008]

� -> Anwendung insgesamt um den Faktor 300 schneller als die 
herkömmliche Lösung!   (x15000 zur ersten Implementierung!)

Effizienz
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Zusammenfassung

� Rechnen mit geometrischer Intuitivität

� Vereinheitlichung von mathematischen Systemen

� Eleganz und Effizienz läßt sich vereinbaren
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Was bedeutet das für Algorithmen?

� Einfach zu entwickeln

� Einfach zu verstehen

� Einfach zu warten

� Effizient zu implementieren
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Ausblick: Virtual Kinematics

� Virtueller Zusammenbau von 
Kinematiken

� Interaktive 
Kinematiksimulation

� Geometrische Constraints
� geometrische Algebra
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Ausblick: Dynamik

� Physik gut modellierbar

� Geschwindigkeiten
und Kräfte:
– Einheit von rotationellen und 

translatorischen Anteilen

� Elastische Kopplung 
[Kalbe 2006]
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Ausblick: Computerspiel-Engines

� Welche Funktionalität profitiert 
am meisten von der 
Geometrischen Algebra ?

� Beleuchtungs-Simulation

� Kinematik

� Kollisionserkennung 
[Hildenbrand et al. Grapp 2008]

� und viele mehr ...
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Vielen Dank


